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内容摘要      本文受一道确定抛物线的曲率圆思考题的解法启发，探求了一般曲线在任意一点的曲

率圆问题。得到的结果与教材上用切线方向关于弧长的变化率定义的曲率公式完全一致。 
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1.引言     课堂上老师给出了如下一道思考题 

设圆
222 )()( rbyax =−+− 与抛物线 12 += xy 在点 )2,1(P 相切且在该点有相同的二阶导数。

求该圆（称为密切圆）。 

   题目中虽有三个未知数 rba ,, ，但是同时提供了三个独立条件：两条曲线在点 )2,1(P 的函数值、

一阶导与二阶导一样。由此不难求得密切圆方程为
4
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   将抛物线换做一般的曲线，应当也有类似的密切圆存在，如何计算？能否推导出一个一般的公

式呢？以下以参数方程为曲线的一般形式尝试。 

 

2.三共性曲率圆推导      

【问题】设圆
222 )()( rbyax =−+− 与光滑曲线
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在 0tt = 对应的点 ),( 00 yxP 处相切

且在该点有相同的二阶导数。求该圆（称为密切圆）。 

所求的密切圆在点 满足以下三个条件（即与切线有三共性）： 

Ⅰ.密切圆与曲线有公共点  

Ⅱ.密切圆在点 处的导数与曲线在该点导数值相等 

Ⅲ.密切圆在点 处的二阶导数与曲线在该点的二阶导数值相等 

 

首先求出曲线上的这三个量： 

 



则有： 

 
对于密切圆： 

则有： 

 

 

根据密切圆与曲线的三共性Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ可知 

 

将 代入 得： 

 

 

 
 

将 代入 得： 

 



 
 

将 代入 得： 

 

 

 

综上知，当 时： 

 

于是所求密切圆的标准方程为： 

 

 
曲线的曲率就是上述半径的倒数 

 
教材上没有用参数方程表示的曲率，需要大段的手工推导，得到的结果完全一致。 

 

其中密切圆曲率半径计算有点复杂，具体过程如下： 
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