
由此解出 [6 分]， zx exy
zy-z
+

= ， zy exy
xz-z
+

= [8 分] 

解二：两边同时对 求导， ，得x 0xyzze xx
z =++ yz zx exy

zy-z
+

= ；[3 分] 

联立方程解得唯一驻点 ，由题意，点 A到平面有且仅有最小值，所以

为点 在平面上的投影。-------------------[8 分] 

)0,1,5( −M

)1,3,4( −A

3、解一：两边同时微分： [4 分] 

令   0)4(2 =+−= λxFx       

     0)1(2 =−−= λzFz       ----------------------- [6 分] 

解二：设点 是平面上任意一点。则),,( zyxP [2 分] 

设拉格朗日函数 [3 分] 

 

2012-2 期中考试 A 参考答案 

1、解：因为 }3,2,1{=OA ， }1,2,3{=OB ， }5,4,1{=OC ，[2 分] 

所以体积 ],,[
6
1 OCOBOAVOABC = [5 分]

3
4

541
123
321

6
1

== 。[8 分] 

2、解一：由点 A向平面作垂线
1
1

2
3

1
4:

−
−

=
+

=
− zyxL ，[2 分] 

参数方程为： 4+= tx ， ，32 −= ty 1+−= tz ，[4 分] 

代入到平面π 的方程得 ，[6 分] 1=t

所以 L 和π 的交点是 ，故投影点是)0,1,5( − )0,1,5( − 。-------------------[8 分] 

（如果直接解三元线性方程组，类似给分。） 

222 )1()3()4( −+++−= zyxAP

)32()1()3()4(),,( 222 −−++−+++−= zyxzyxzyxF λ

02)3(2 =++= λyFy

032 =−−+ zyx

)0,1,5( −M

0xydzydxxdyzdze z =+++ )(

zexy
xzdyzydx-dz

+
−

=

同理 zy exy
xz-z
+

= [6 分]；故 zexy
xzdyzydx-dz

+
−

= 。-------------------------[8 分] 

4、解： ))(,)(()())(,)(( 21 yhxyxgfxgyhxyxgf
x
z

+−+′⋅+−=
∂
∂

 [4 分] 

)()()( 21

2

f
y

xgf
yyx

z
∂
∂

+′⋅
∂
∂

=
∂∂

∂
[5 分 ] )]([)()]([ 22211211 yhffxgyhff ′⋅+−+′′⋅+−=      

 1



。---------------------[8 分] 

由方程（2）、（3）消去dz ，得  

代入（1），两边同除以dx，得 。-----------------[8 分] 

由（3）解得
z

x

h
h

dx
dz

−= 。代入（2）中解得 。 

 

hffhgfgf ′+−′′+′−= 22211211

5、解一:  3 个方程两边对 求导，得 x

        
dx
dyff

dx
du

yx +=              （1） 

        0=++
dx
dzg

dx
dygg zyx         （2） 

         0=+
dx
dzhh zx                 （3）[6 分] 

zy

zxxz

hg
hghg

dx
dy −

=

代入（1）中得
zy

zxxz
yx hg

hghg
ff

dx
du −

+= 。[8 分] 

解二:3 个方程两边微分，得 

        dyfdxfdu yx +=              （1） 

               （2） 0=++ dzgdygdxg zyx

                        （3）[6 分] 0=+ dzhdxh zx

dx
hg

hghg
dy

zy

zxxz −
=

zy

zxxz
yx hg

hghg
ff

dx
du −

+=

 

6、解：先交换积分次序，再计算。 ∫∫∫ −==
2

1

2

1 2
cos2

2
sin

2

dyyydx
y
xdyI

y

y

π
π

π
[交换积分次

序 4 分，第一次积分 6 分] 

     )2(4
2

cos4
2

sin22
3

2

1
2 π

π
π

π
π

ππ
+=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−=

yyy -------------------[8 分] 

 

  ，
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7、记 122 −+= yxf

∫∫∫∫ +−=
BA

fdxdyfdxdy ∫∫∫∫∫∫ −+−=
ADA

fdxdyfdxdyfdxdyI

 2



dxd

        G λ  

           

∫∫∫
Ω

++= vdcba )(
3
1

,Fλ

        +=Gx

∫∫∫∫∫∫
+

ΩΩ ++
+++

=++= vdzfyfxfcbavdxfcbaI )()()()()()( [6 分] 

  π51( 3 =rrr 。[8 分] ∫∫∫ +=
1

0

221

0

2

0
)(2 rdzzrdrd

π
θ

 

 

 3

分] ∫∫∫∫ −=
AD

fdxdyfdxdy 2 AyyxDdxdyx
AD

2)(22 222 ++−−= ∫∫∫∫ [6 分] 

∫∫=
1

0

1

0

22 dydxx
2

12
1

0

32
0

πθ
π

+−− ∫∫ drrd
43

1
2

1
43

2 πππ
+−=+−−= [8 分] 

 

、解： （奇偶对称性）[2 分] 

∫∫∫
ΩΩ

++=++
1

)(2) 222222 dxdydzzyxdxdydzzyx （ 1

8 ∫∫∫∫∫∫
ΩΩ

+++++= dxdydzzxyzxydxdydzzyxI )(2)( 222

  ∫∫∫= ( Ω的上半区域）[5 分] Ω 为

（柱面坐标）[7 分] π
3

)
3

4
1

0
+= ∫ d

、证：由积分区域的轮称性，有 9

∫∫∫∫∫∫ =vdxf )(

ΩΩ ++++
vd

zfyfxf
yf

zfyfxf )()()(
)(

)()()(
 ∫∫∫

Ω ++
= vd

zfyfxf
zf

)()()(
)(

[2 分] 

于 是 ，

++ zfyfxf3zfyfxf )()()()()()(

3
R4

3
cba 3π
⋅

++
= 。[8 分] 

10、证明：设 ),(),,( 222 zyxzyxzyxG +++=  

0),,(2 =zyxFx xλ  

0),,(2 =+= zyxFy yy

0),,(2 =+= zyxFzG zz λ  

设 ,( 0xP 是 ， 方 程 组

  [2 分] 

00 zy 满 足 方 程 组 ， 于 的 解 为 ：), ),,(
2 0000 zyxFx x
λ

−= ，

), 000 zyy ， ),,( 0000 zyxFz z−=  且 ,( 00 0),yxF

处 ,(),,, 00 yxFy z

,(
2 0xFy
λ

−=
2
λ

0 =z 。 [4 分] 

  曲面在点 的法向量为),,( 000 zyxP )},

+

,,(),({ 0000000 zzyxFzxFn yx=  

法线方程：
),,(

),,(
2

000

000

zyxF

zyxFx

x

x
λ

+

),,(

),,(
2

000

000

zyxF

zyxFy

y

y
λ

),,(

),,(
2

000

000

zyxF

zyxFz

z

z
λ

+
=  [6 分] =



0)2()0( == RSS ，所以 aR
3
4

= 时，

值。即

)(RS

 

12、解： （1）因 22

2
yx +≤< ，所以 (lim

0
xf

x
0lim),

)0,0(

（

（3） 记 ,0(( fxff ∆=∆
yx
∆+∆

∆∆
= ，

取最大

222 yxR
xzx

−−
=

dxdy2 dxdy

 aR 20 <<

 

 4

将原点坐标 ，代入法线方程，满足。表明法线过原点。[8 分] 

球面的交线为 − ，即 

    

0=== zyx

11、解：两 ， )( azRyx −=+

 

2222 )( azRza −−=− 2222

  
⎪
⎨

−=
Raz

2 

⎪

Σ在定球内部那部分在

⎩

⎪⎪
⎧

−=+

a

a
RRyx

2

4 2

4
222

      [2 分] 

坐标面上的投影区域为 

      

xOy

⎪⎩ = 0z

⎪
⎨
⎧

−≤+
4: 2

4
222

a
RRyxD ，其中 ，并将圆域半径记为

*R 。[3 分] 

这部分球面的方程是 222 yxRaz −−−= ， Dyx ∈),( 。 

，
222 yxR

yz y
−−

=    [4 分] 

所求面积 

∫∫ ++=
D

yx zzRS 21)( ∫∫
−−

=
D yxR

R
222 ∫ ∫

−
=

π
θ

2

0 0 22

* 1R
rdr

rR
dR  

     
*

0
222 RrRR −⋅−= π 322 R

a
R ππ −=    [6 分] 

令 034)( 2 =−=′ R
a

RRS ππ ，得 aR
3
4

= 。因

aR
3
4

= 时，Σ在定球内部那部分面积最大。[8 分] 

为
2 2

1
yx

xy
0

+ 22
0
0

0

=
+

=
→
→

→
→ yx

xyy
y
x

y

（夹挤法则），所以 ),( yxf 在点 处的连续；[2 分] 

2）因为 ，所以0),0()0,( == yfxf 0)0,0()0,0( == yx ff 。（用定义计算亦可）；[4 分] 

), y −∆ )0
22 )()( yx

=ρ 22 )()( yx ∆+∆ 。因 



 

0lim 2 ≠
∆y

)(
)(lim

)()(
lim

)()(

])0,0()0,0([ 2

0220220 ∆
∆

==
∆+∆

∆
=

∆+∆

∆+∆−∆
→∆

∆=∆
→∆

∆=∆
→∆ x2

x
yx

x
yx

yfxff
x

xy
x

yx

xy
x

， 

所以 在点 处不可微。[8 分] 

（4）由于不具有可微性，故公式

),( yxf )0,0(

n∂
nf

 

αα 0()tsin,tcos(lim −
=

∂ fff

f
•∇=

∂
不可用。只能使用定义讨论和计算[若用此公

式求出方向导数等于 0，就扣掉 4 分] 

αααα sincos
t

tsintcoslim
t

)0,
n 20t0t

=
×

=
∂ ++ →→

。 

或者  αα
ρρρρ ρρρ

sincoslim
)()(

limlim
0

22

00
=

∆
⋅

∆
=

∆+∆

∆∆

=
∆

=
∂
∂

→→→

yxyx
yx

f
n
f

[12 分] 
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